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Введение
Я выбрала тему «Развитие понятия числа. Понятие о действительных числах» и предметом моего исследования являются числа. Числа — это неотъемлемое орудие современной цивилизации, используемое для упорядочения сферы ее деятельности, и с числами люди имеют дело каждый день. Кроме того процесс исследования нового всегда опирается на достижения предыдущих поколений и информация о становлении такого понятия как «число», об этапах его развития,  будет полезна при решении новых задач, или усовершенствовании уже известных решений.

Тема не теряет своей актуальности, так как понятие  числа продолжает развиваться. 
В настоящее время числовые системы, применяемые в математике, представлены в виде пяти главных ступеней, 
от самых простых до самых сложных:

1. Система, состоящая только из положительных целых чисел; Такие числа называются натуральные.
2. Более высокая ступень, включающая положительные и отрицательные целые числа и нуль;

3. Рациональные числа, в которые дроби входят на равных правах с целыми числами;

4. Действительные числа, включая иррациональные числа, такие, как, например, число [image: image2.png]


;
5. Комплексные числа, вводящие в рассмотрение “мнимое число” [image: image3.jpg]



Но современная наука встречается с величинами такой сложной природы, что для их изучения приходится изобретать все новые виды чисел, которые позволят с большей простотой и стандартностью промоделировать все доступное предыдущим числам и откроют новые перспективы в моделировании еще более сложных задач.

Думаю, что в процессе моего исследования можно будет узнать много нового и познавательного о  развитии понятия числа. Целью моего исследования является расширение, углубление и систематизация знаний о числе, а также  решение следующих задач: выявить причины и последовательность появления новых чисел в процессе развития математики или других процессов, узнать о происхождение числа, о его истории и развитии, и исследовать процесс формирования записи чисел.
Решить поставленные задачи предполагается следующими средствами: я найду и изучу имеющуюся литературу по данной теме. Отберу  информацию наиболее понятную, интересную систематизирую и отредактирую её. Также для поиска информации  будут использованы интернет-ресурсы.  Теоретические сведения будут дополнены рисунками, фотографиями, таблицами для наиболее интересного и доступного представления реферата.  

1. Число как основное понятие

Число является одним из основных понятий математики. Понятие числа развивалось в тесной связи с изучением величин; эта связь сохраняется и теперь. Во всех разделах современной математики приходится рассматривать разные величины и пользоваться числами. Существует большое количество определений понятия «число».

Первое научное определение числа дал Эвклид в своих «Началах», которое он, очевидно, унаследовал от своего соотечественника ЭвдоксаКнидского (около 408 – около 355 гг. до н. э.): 
1. «Единица есть то, в соответствии, с чем каждая из существующих вещей называется одной. Число есть множество, сложенное из единиц». 
Так определял понятие числа и русский математик Магницкий в своей «Арифметике» (1703 г.).

Еще раньше Эвклида Аристотель дал такое определение: 
2. «Число есть множество, которое измеряется с помощью единиц». 
Со слов греческого философа Ямвлиха, еще Фалес Милетский – родоначальник греческой стихийно-материалистической философии – учил, что:

3. «Число есть система единиц». 
В своей «Общей арифметике» (1707 г) великий английский физик, механик, астроном и математик Исаак Ньютон пишет: 
4. «Под числом мы подразумеваем не столько множество единиц, сколько абстрактное отношение какой-нибудь величины к другой величине такого же рода, взятой за единицу. 
Сейчас определяют понятие числа так:
Число – это основное понятие математики, используемое для количественной характеристики, сравнения, нумерации объектов и их частей. Письменными знаками для обозначения чисел служат цифры, а также символы математических операций.
2. История числа
2.1. Числа начинают получать имена
О том, как появились имена у чисел, ученые узнают, изучая языки разных племен и народов. Например, оказалось, что у нивхов, живущих на Сахалине и в низовьях Амура, числительные зависят от того, какие предметы считают. Важную роль играет форма предмета, так что по-нивхски в сочетаниях "два яйца", "два камня", "два одеяла", "два глаза" и т. д. числительные различны. Одному русскому слову "два" у них соответствует несколько десятков различных слов. Много различных слов для одного и того же числительного применяют некоторые негритянские племена и племена, живущие на островах Тихого океана.

   И должно было пройти много столетий, а может быть и тысячелетий, прежде чем одни и те же числительные стали применять к предметам любого вида. Вот тогда и появились общие названия для чисел.

Ученые считают, что сначала названия получили только числа 1 и 2. По радио и по телевидению часто приходится слышать: "...исполняет солист Большого театра..." Слово "солист" означает  "певец, музыкант или танцор, который выступает один". А происходит оно от латинского слова "солюс"- один. От этого же латинского слова происходит и «солидарность», то есть единство. Да и русское слово «солнце» похоже на слово «солист»(приложение 1).
Поэтому когда римляне придумывали имя числу 1, они исходили из того, что Солнце на небе всегда одно. 
А название для числа 2 во многих языках связано с предметами, встречающимися попарно,- крыльями, ушами и т. д. Но бывало, что числам 1 и 2 давали другие имена. Иногда их связывали с местоимениями "я" и "ты". А были языки, где "один" звучало так же, как "мужчина", а "два"- как "женщина".

   У некоторых племен еще совсем недавно не было других числительных, кроме "один" и "два". А все, что шло после двух называлось "много". Но потом понадобилось называть и другие числа. Ведь и собак у охотника, и стрел у него, и овец у пастуха может быть больше, чем две. И тут придумали замечательный выход:  числа стали называть, повторяя несколько раз названия для единиц и двоек.

Например, на языке некоторых папуасских племен (а живут папуасы на острове Новая Гвинея в Тихом океане) числительное "один" и сейчас звучит "урапун", а числительное "два"- "окоза". Число 3 они назвали "окоза-урапун", а число 4- "окоза-окоза". Так они дошли до числа 6, которое получило имя "окоза-окоза-окоза". А дальше у них шло название- "много" (по-папуасски). И 10 у них "много", и 100 тоже "много".
Позднее другие племена дали особое имя числительному, которое мы называем «три». А так как до того они считали «один», «два», «много», то это новое числительное стали применять вместо слова «много». 

Например, в сказках злой царь посылает героя искать Кощея Бессмертного «за тридевять земель, в тридесятое царство».

Иногда числом 3 обозначали весь окружающий человека мир – его делили на земное, подземное и небесное царства. Поэтому число 3 стало у многих народов священным.

Другие народы делили мир по вертикали и по горизонтали. Они знали четыре стороны света – восток, юг, запад и север. У этих народов главную роль играло не число 3, а число 4.

Названия чисел были придуманы очень  давно. Скорее всего, отдельные племена стали применять некоторые из этих названий 20-25 тысяч лет назад.
2.2. Живая счётная машина
Для того, чтобы сказать слово "сто", пользуясь папуасскими названиями «урапун» и «окоза», придется пятьдесят раз повторить слово "окоза". Слушателю надоест  это слушать, да и не сможет он понять: повторено слово "окоза" именно пятьдесят раз.

 Пальцы оказались прекрасной вычислительной машиной. С их помощью можно было считать до 5, а если взять две руки, то и до 10. А в странах, где люди ходили босиком, по пальцам легко было считать до 20. Тогда этого практически хватало для большинства людей.

Пальцы оказались настолько тесно связанными со счётом, что на  древнегреческом языке понятие " считать"  выражалось словом "пятерить". Да и в русском языке слово "пять" напоминает "пясть" - часть кисти руки (слово "пясть" сейчас  употребляют редко, но производное от него -"запястье"- часто используют и сейчас).

 А научившись считать по пальцам до десяти, люди сделали следующий шаг вперёд и стали считать десятками. И если одни папуасские племена умели считать лишь до шести, то другие доходили в счёте до нескольких десятков. Только для этого приходилось приглашать сразу много счётчиков. Знаменитый русский исследователь Новой Гвинеи Миклухо-Маклай должен был однажды объяснить папуасам, через, сколько дней вернётся к ним доставивший его корабль "Витязь". Для этого он нарезал кусочки бумаги, а папуасы должны были сосчитать.

 Итак, чтобы сосчитать всего-навсего до тридцати, пришлось работать трём папуасам, при этом они узнали количество десятков, а количество единиц их не заинтересовало.

 Во многих языках слово "два" и "десять" созвучно. Может быть, это объясняется тем, что когда-то слово "десять" означало "две руки". И сейчас есть племена, которые говорят "две руки" вместо "десять" и "руки и ноги" вместо "двадцать". А в Англии первые десять чисел называют общим именем - "пальцы". Значит, и англичане когда-то считали по пальцам.
2.3. Операции над числами
 С операциями сложения и вычитания люди имели дело задолго до того, как числа получили имена. Когда несколько групп сборщиков кореньев или рыболовов складывали в одно место свою добычу, они выполняли операцию сложения. Правда, при этом складывались не числа, а совокупности предметов, но операция сложения чисел описывает как раз сложение совокупностей предметов. А когда из собранных орехов часть шла в пищу, люди выполняли вычитание - запас орехов уменьшался. С операцией умножения люди познакомились, когда стали сеять хлеб и увидели, что собранный урожай в несколько раз больше, чем количество посеянных семян. Говорили: собрали урожай "сам-двадцать", т. е. в двадцать раз больше собрали, чем посеяли. Наконец, когда добытое мясо животных или собранные орехи делили, поровну, между всеми "ртами", выполнялась операция деления.
       Сами названия этих операций показывают, с какими действиями над предметами они связаны. Но должны были пройти тысячелетия, пока люди поняли, что складывать, вычитать, умножать и делить можно не сами совокупности предметов, а числа. Они поняли, что каждый раз, когда кладут рядом два ореха и два ореха, получается четыре ореха, и что это верно и при сложении двух пальм с двумя пальмами, или двух рыб с двумя рыбами. Так люди узнали, что "два плюс два равно четырем". Постепенно накапливая такие знания, они обучались выполнять действия над всё большими и большими числами. Таким путем возникло учение о числах, получившее все больше приложений на практике. 

2.4. Первые цифры
 На папирусе ли, (приложение 2) на глине ли, на камне ли, но людям необходимо было изображать числа. И тут, как было отмечено выше, был сделан весьма важный шаг: люди догадались писать вместо группы единиц один знак. Сначала это был знак числа 10. Например, египтяне обозначали десяток знаком [image: image4.jpg]


 (единицу они обозначали простой вертикальной черточкой [image: image5.jpg]


, как это делаем мы в настоящее время). А десять десятков, то есть сотню, обозначали [image: image6.jpg]


. Появились знаки и для тысячи [image: image7.jpg]


 - цветок лотоса, десятка тысяч [image: image8.jpg]


 - поднятый кверху палец, ста тысяч [image: image9.jpg]


 - сидящая лягушка и миллиона [image: image10.jpg]


 - человек с поднятыми руками.
       Чтобы записать какое-нибудь число, египетский писец бесхитростно писал столько раз знак тысяч, сколько было тысяч в числе, затем знак сотен столько раз, сколько в нем было сотен. (Кроме уже написанных тысяч), знак десятков столько раз, сколько было в числе десятков, и, наконец, знак единиц столько раз, сколько в нем было единиц. Похожим образом обозначали числа на острове Крит, расположенном в Средиземном море.
       Писать много раз один и тот же знак, разумеется, весьма неудобно. Поэтому постепенно отдельные знаки стали сливаться вместе. Так появились у египтян особые обозначения чисел 2, 3, 4, 5, ..., 9, 20, 30, ..., 90, 200, 300, ..., 900 и т. д. Эти знаки уже были цифрами. При этом, однако, в египетской записи чисел было гораздо больше цифр, чем в нашей. Чтобы записать числа до 10 000 000, приходилось использовать 70 различных знаков (по 10 на каждый разряд).
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Эти цифры официально ввел Петр I в начале XVIII века. До них в ходу была архаическая древнерусская нумерация и цифры обозначались с помощью букв. (Приложение 3)
Восходит к греческой буквенной нумерации и древнерусская нумерация. Славянский алфавит содержал ряд букв, добавленных к греческим и обозначавшим звуки, отсутствующие в греческом языке: таковы буквы Б (греческая «бета» у византийцев произносилась, как «в», и называлась «вита», что отразилось в слове «алфавит»), Ш, Ц,Ч, III, Щ и др.

Однако, в отличие от грузин и армян, славяне не придали числовых значений новым буквам, за исключением букв Ч и Ц, которыми они заменили архаические греческие буквы «коппу» и «сампи». Числовое значение 6 имела славянская буква «зело», похожая на греческую букву ς — концевую сигму, которой греки заменили первоначально имевшую это числовое значение архаическую дигамму. Славянские буквенные нумерации, основанные на обоих славянских алфавитах — кириллице и глаголице.

[image: image11]
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3. Основные множества чисел
Натуральные числа, получаемые при естественном счёте; множество натуральных чисел обозначается [image: image13.png]


. То есть [image: image14.png]


. Важным шагом в развитии понятия натурального числа является осознание бесконечности натурального ряда чисел, т.е. потенциальной возможности его безграничного продолжения. Натуральные числа имеют две основные функции: характеристика количества предметов и характеристика порядка предметов, размещенных в ряд. В соответствии с этими функциями возникли понятия порядкового числа (первый, второй и т.д.) и количественного числа (один, два и т.д.).
Важным подмножеством натуральных чисел являются Простые числа [image: image15.png]


 Простое число — это натуральное число, имеющее ровно два различных натуральных делителя: единицу и самого себя. Все остальные натуральные числа, кроме единицы, называются составными. Ряд простых чисел начинается так: [image: image16.png]


 
Целые числа, получаемые объединением натуральных чисел с множеством отрицательных чисел и нулём, обозначаются [image: image17.png]


. 
В Европе в XII веке нашей эры появились Отрицательные числа, их называли “ложными” в отличие от положительных чисел – «истинных».

Широко использовать отрицательные числа, выполнять действия с ними, строить координатную прямую стали благодаря работам французского математика Рене Декарта.

Также в Европе к идее отрицательного количества достаточно близко подошел в начале XIII столетия Леонардо Пизанский, однако в явном виде отрицательные числа применил впервые в конце XV столетия французский математик Шюке.

Числа целые, дробные (положительные и отрицательные) и нуль получили общее название Рациональных чисел.  Для обозначения рациональных чисел используется знак [image: image18.png]


. Совокупность рациональных чисел обладает свойством замкнутости по отношению к четырем арифметическим действиям. Это значит, что сумма, разность, произведение и частное (кроме частного при делении на нуль, которое не имеет смысла) любых двух рациональных чисел является снова рациональным числом.
Совокупность рациональных чисел обладает свойством плотности: между любыми двумя различными рациональными числами находится бесконечно много рациональных чисел. Это даёт возможность при помощи рациональных чисел осуществлять измерение (например, длины отрезка в выбранной единице масштаба) с любой степенью точности.

Таким образом, совокупность рациональных чисел оказывается достаточной для удовлетворения многих практических потребностей. 
Действительные (вещественные) числа представляют собой расширение множества рациональных чисел. Множество вещественных чисел обозначается [image: image19.png]


. 
Кроме рациональных чисел, [image: image20.png]


 включает множество иррациональных чисел [image: image21.png]


, не представимых в виде отношения целых.
Комплексные числа [image: image22.png]


, являющиеся расширением множества действительных чисел. Они могут быть записаны в виде [image: image23.png]


 где i — мнимая единица – (число, квадрат которого равен −1. Т.е.
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 — это одно из решений уравнения – (Приложение 4))для которой выполняется равенство [image: image25.png]


 Комплексные числа используются при решении задач электротехники, гидродинамики, картографии, квантовой механики, теории колебаний, теории хаоса, теории упругости и многих других. (Приложение 5)
4. Действительные числа
4.1. Понятие действительного числа

Действительное число, или Вещественное — математическая абстракция, возникшая из потребности измерения геометрических и физических величин окружающего мира, а также проведения таких операций как извлечение корня, вычисление логарифмов, решение алгебраических уравнений.
Если натуральные числа возникли в процессе счета, рациональные — из потребности оперировать частями целого, то вещественные числа предназначены для измерения непрерывных величин. Таким образом, расширение запаса рассматриваемых чисел привело к множеству вещественных чисел, которое помимо чисел рациональных включает также другие элементы, называемые иррациональными числами.

Наглядно понятие вещественного числа можно представить при помощи числовой прямой (Приложение 6). Если на прямой выбрать:

1. Направление, 
2. Начальную точку 

3. Единицу длины для измерения отрезков, 
то каждому вещественному числу можно поставить в соответствие определённую точку на этой прямой. И обратно, каждая точка будет представлять некоторое, и притом только одно, вещественное число. Вследствие этого соответствия термин числовая прямая обычно употребляется в качестве синонима множества вещественных чисел.

Понятие вещественного числа прошло долгий путь становления. Ещё в Древней Греции в школе Пифагора, которая в основу всего ставила целые числа и их отношения, было открыто существование несоизмеримых — чисел, не являющихся рациональными. Вслед за этим Евдоксом Книдским была предпринята попытка построить общую теорию числа, включавшую несоизмеримые величины. После этого, на протяжении более двух тысяч лет, никто не ощущал необходимости в точном определении понятия вещественного числа. Лишь во второй половине XIX века, когда развитие математического анализа потребовало перестройки его основ на новом, более высоком уровне строгости, в работах К. Вейерштрасса, Р. Дедекинда, Г. Кантора, Э. Гейне, Ш. Мере была создана строгая теория вещественных чисел.

Они предложили различные, но эквивалентные подходы к теории этой важнейшей математической структуры и окончательно отделили это понятие от геометрии и механики.
4.2. Конструктивные способы определения вещественного числа

При конструктивном определении понятия вещественного числа, на основе известных математических объектов (например, множества рациональных чисел \mathbb{Q}), которые принимают заданными, строят новые объекты, которые, в определённом смысле, отражают наше интуитивное понимание о понятии вещественного числа. Существенным отличием между вещественными числами и этими построенными объектами является то, что первые, в отличие от вторых, понимаются нами лишь интуитивно и пока не являются строго определённым математическим понятием.

Эти объекты и объявляют вещественными числами. Для них вводят основные арифметические операции, определяют отношение порядка и доказывают их свойства.
Исторически первыми строгими определениями вещественного числа были именно конструктивные определения. В 1872 году были опубликованы одновременно три работы: теория фундаментальных последовательностей Кантора, теория Вейерштрасса (в современном варианте — теория бесконечных десятичных дробей) и теория сечений в области рациональных чисел Дедекинда.
4.3. Аксиоматический подход
Построить множество вещественных чисел можно разными способами. В теории Кантора вещественные числа — множество эквивалентных фундаментальных последовательностей рациональных чисел, в теории Вейерштрасса — бесконечные десятичные дроби, в теории Дедекинда — сечения в области рациональных чисел. Во всех этих подходах в результате мы получаем некоторое множество объектов (вещественных чисел), обладающих определёнными свойствами: их можно складывать, умножать, сравнивать между собой. В математике важна не конкретная природа объектов, а лишь математические соотношения, существующие между ними.

Для человека, который исследует математическое понятие количество элементов, безразлично, о чём говорить — о трёх яблоках или о трёх камнях, и их съедобность или несъедобность значения не имеет. В процессе отвлечения от несущественных признаков, то есть абстрагирования (лат. abstractio — отвлечение), он приходит к тому общему, что есть у трёх яблок и трёх камней — количеству элементов. Так возникает абстрактное понятие натурального числа. С этой точки зрения три яблока и три камня — две конкретные реализации модели абстрактного понятия «число три».

Точно так же множество фундаментальных последовательностей рациональных чисел, бесконечные десятичные дроби, сечения в области рациональных чисел являются лишь конкретными реализациями, моделями вещественного числа. А само понятие вещественного числа определяется существующими для него математическими соотношениями. Когда они установлены, определено и понятие вещественного числа.

Заключение
В результате своих исследований я  узнала много о том, как же происходило развитие понятия числа. Я выявила причины появление чисел такие, как: почему люди стали пользоваться числами, как числа получали имена, какие операции можно было производить с ними и для каких целей люди использовали числа. Давая ответы на эти вопросы, я тем самым узнала о происхождении числа, о его истории и развитии, а также исследовала процесс формирования записи чисел. За тем проследила за формированием основного определения понятия действительного числа. 
В конце исследования своей работы я могу подвести итог того, что я смогла достичь поставленной перед собой цели, а именно расширение, углубление и систематизация знаний о числе, каковы причины и последовательность появления новых чисел в процессе развития математики, а также история и развитие числа.
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Приложение 4
Определение:
Мнимая единица — это число, квадрат которого равен −1. Т.е. [image: image28.png]


 — это одно из решений уравнения
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И тогда его вторым решением уравнения будет [image: image31.png]


, что проверяется подстановкой.
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Приложение 6
Числовая прямая
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