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        Введение
Уравнения в школьном курсе алгебры занимают ведущее место. На их изучение отводится времени больше, чем на любую другую тему школьного курса математики. Сила теории уравнений в том, что она не только имеет теоретическое значение для познания естественных законов, но и служит конкретным практическим целям. Овладевая способами их решения, люди находят ответы на различные вопросы из науки и техники (транспорт, сельское хозяйство, промышленность, связь и т. д.).

Есть общеизвестная истина: без истории нет будущего. В рамках школьной программы мне приходится решать уравнения, но я ни разу не задумывалась о том, как  давно они возникли и почему. Поэтому в своей работе я собираюсь исследовать историю развития решения уравнений: когда впервые возникли уравнения, как развивалась история их решения, кто и в какие времена внес наиболее значительный вклад в создание решений уравнений. 

Глава 1.  Уравнения. Что это такое?
Сухие строки уравнений - 

В них сила разума влилась.

В них объяснение явлений,

Вещей разгаданная связь.

Л.М.Фридман
Если два выражения (числовые и / или буквенные), соединены знаком « = », то говорят, что они образуют равенство. Любое верное числовое равенство, а также любое буквенное равенство, справедливое при всех допустимых числовых значениях входящих в него букв, называется тождеством.

П р и м е р ы :    
1)  Числовое равенство  4 · 7 + 2 = 30  есть тождество.

2)  Буквенное равенство ( a + b )( a – b ) = a² – b² есть тождество, потому что оно справедливо при  всех значениях содержащихся в нём букв.

Уравнение – это буквенное равенство, которое справедливо (т.е. становится тождеством) только при некоторых значениях входящих в него букв. Эти буквы называются неизвестными, а их значения, при которых данное уравнение обращается в тождество –  корнями уравнения. Процедура нахождения всех корней уравнения называется  решением. Решить уравнение – значит найти все его корни, или доказать, что их нет. Подстановка любого корня вместо неизвестного обращает уравнение в верное числовое равенство (тождество). Два или несколько уравнений называются равносильными, если они имеют одни и те же корни.

П р и м е р .  Уравнения  5x – 25 = 0 и 2x – 7 = 3 являются равносильными, так как они имеют один и тот же корень:   x = 5 .

Решение уравнений входит в предмет изучения алгебры. В настоящее время алгебру делят на низшую и высшую. В рамках низшей алгебры изучают решение уравнений первой и второй степени, теорию степеней и корней. К высшей алгебре относят теорию уравнений произвольных степеней, изложение различных частных способов отделения корней уравнений, определения числа вещественных или мнимых корней данного уравнения с численными коэффициентами, и приближённое или аналитическое (когда это возможно) уравнений произвольных степеней. 
Глава 2. История появления решений
                уравнений.
1.1. Древний Вавилон.
Необходимость решать уравнения не только первой, но и второй степени еще в древности была вызвана потребностью решать задачи, связанные с нахождением площадей земельных участков и с земляными работами военного характера, а также с развитием астрономии и самой математики. Квадратные уравнения умели решать около 2000 лет до н. э. вавилоняне. 
В клинописных текстах (Приложение № 1 и Приложение № 2), которые относятся ко времени первой вавилонской династии, когда в Вавилоне правил царь Хаммурапи (около 1950 г. до н.э.), видно, что арифметика развилась в хорошо разработанную алгебру. Египтяне того же периода были в состоянии решать только простые линейные уравнения, а вавилоняне времен Хаммурапи полностью владели техникой решения квадратных уравнений. Они решали линейные и квадратные уравнения с двумя неизвестными, решали даже задачи, сводящиеся к кубическим и к биквадратным уравнениям. Такие задачи они формулировали только при определенных числовых значениях коэффициентов, но их методы не оставляют никакого сомнения в том, что они знали общие правила.

Вот пример, взятый из одной из глиняных табличек этого периода.

«Площадь [image: image21.png]


, состоящая из суммы двух квадратов, составляет 1000. Сторона одного из квадратов составляет [image: image2.png]wWe



 стороны другого квадрата, уменьшенная  на 10. Каковы стороны квадратов?»

Это приводит к уравнениям [image: image3.png]x*+ y2=1000, y:%x—lo



, решение которых сводится к решению квадратного уравнения [image: image4.png]Ext?ngoo: 0



, имеющему положительный корень [image: image5.png]


.

В действительности решение в клинописном тексте ограничивается, как и во всех восточных задачах, простым перечислением этапов вычисления, необходимого для решения квадратного уравнения:

«Возведи в квадрат 10; это дает 100; вычти 100 из 1000; это дает 900» и т. д.

Применяя современную алгебраическую запись, можно сказать, что в клинописных текстах вавилонян встречаются, кроме неполных, и такие, например, полные квадратные уравнения:
x2 + x = ¾,  x2 – x = 14,5
Правило решения этих уравнений, изложенное в вавилонских текстах, совпадает по существу с современным, однако неизвестно, каким образом дошли вавилоняне до этого правила. Почти все найденные до сих пор клинописные тексты приводят только задачи с решениями, изложенными в виде рецептов, без указаний относительно того, каким образом они были найдены.

Несмотря на высокий уровень развития алгебры в Вавилоне, в клинописных текстах отсутствуют понятие отрицательного числа и общие методы решения квадратных уравнений.
1.2. Древний Египет.
Наше знание древнеегипетской математики основано главным образом на двух папирусах, датируемых примерно 1700 до н.э. Излагаемые в этих папирусах математические сведения восходят к еще более раннему периоду – ок. 3500 до н.э. Египтяне использовали математику, чтобы вычислять вес тел, площади посевов и объемы зернохранилищ, размеры податей и количество камней, требуемое для возведения тех или иных сооружений. В папирусах (Приложение № 3) можно найти также задачи, связанные с определением количества зерна, необходимого для приготовления заданного числа кружек пива, а также более сложные задачи, связанные с различием в сортах зерна; для этих случаев вычислялись переводные коэффициенты, позволяющие переходить от одного показателя к другому. 
Но главной областью применения математики была астрономия, точнее расчеты, связанные с календарем. Календарь использовался для определения дат религиозных праздников и предсказания ежегодных разливов Нила. Однако уровень развития астрономии в Древнем Египте намного уступал уровню ее развития в Вавилоне. 

Задачи и решения, приведенные в папирусах, сформулированы без каких бы то ни было объяснений. Египтяне имели дело только с простейшими типами квадратных уравнений и арифметической и геометрической прогрессиями, а потому и те общие правила, которые они смогли вывести, были также самого простейшего вида. Ни вавилонская, ни египетская математики не располагали общими методами; весь свод математических знаний представлял собой скопление эмпирических (основанных на описании личного опыта каждого ученого) формул и правил. 

1.3. Древняя Греция.
С точки зрения 21 в. родоначальниками математики явились греки классического периода (6–4 вв. до н.э.). 

Древние греки решали уравнения с неизвестными посредством геометрических построений. Были разработаны специальные построения для выполнения сложения, вычитания, умножения и деления отрезков, извлечения квадратных корней из длин отрезков; ныне этот метод называется геометрической алгеброй. 

Приведение задач к геометрическому виду имело ряд важных последствий. В частности, числа стали рассматриваться отдельно от геометрии, поскольку работать с несоизмеримыми отношениями можно было только с помощью геометрических методов. Геометрия стала основой почти всей строгой математики, по крайней мере, до 1600г. И даже в 18 в., когда уже были достаточно развиты алгебра и математический анализ, строгая математика трактовалась как геометрия, и слово «геометр» было равнозначно слову «математик». 
В Александровский период, который начался около 300 лет до н.э., характер греческой математики изменился. Александрийская математика возникла в результате слияния классической греческой математики с математикой Вавилонии и Египта. В целом математики александрийского периода были больше склонны к решению чисто технических задач, чем к философии. В александрийский период арифметика и алгебра рассматривались независимо от геометрии.
Знаменательной вехой в алгебре александрийских греков стали работы Диофанта (ок. 250)(Приложение № 4). Одно из главных его достижений связано с введением в алгебру начал символики. 
В своей работе «Арифметика» Диофант не предлагал систематического изложения алгебры, однако в этой работе содержится систематизированный ряд задач, сопровождаемых объяснениями и решаемых при помощи составления уравнений разных степеней. Он заложил основы так называемого диофантова анализа – исследования неопределенных уравнений. 
При составлении уравнений Диофант для упрощения решения умело выбирает неизвестные. Вот, к примеру, одна из его задач.

Задача: «Найти два числа, зная, что их сумма равна 20, а произведение — 96».

Диофант рассуждает следующим образом: из условия задачи вытекает, что искомые числа не равны, так как если бы они были равны, то их произведение равнялось бы не 96, а 100. Таким образом, одно из них будет больше половины их суммы, т. е. 10 + х, другое же меньше, т. е. 10 - х. Разность между ними 2х. Отсюда уравнение

(10+x)(10—x) =96,

или же

100 —x2 = 96.

x2 - 4 = 0

Отсюда х == 2. Одно из искомых чисел равно 12, другое 8. Решение х = - 2 для Диофанта не существует, так как греческая математика знала только положительные числа.

Если мы решим эту задачу, выбирая в качестве неизвестного одно из искомых чисел, то мы придем к решению уравнения

y(20-y)=96

y2 - 20y+96=0

Ясно, что, выбирая в качестве неизвестного полуразность искомых чисел, Диофант упрощает решение; ему удается свести задачу к решению неполного квадратного уравнения.
Диофанта считают последним великим математиком античности.
1.4. Индия и арабы.
Преемниками греков в истории математики стали индийцы. Индийские математики не занимались доказательствами, но они ввели оригинальные понятия и ряд эффективных методов. Именно они впервые ввели нуль и как кардинальное число, и как символ отсутствия единиц в соответствующем разряде. 
Индийцы ввели понятие отрицательных чисел (для обозначения долгов). Ариабхата (р. 476) пошел дальше Диофанта в использовании непрерывных дробей при решении неопределенных уравнений. 
Другой выдающийся арабский математик Ибн аль-Хайсам (ок. 965–1039)(Приложение № 4) разработал способ получения алгебраических решений квадратных и кубических уравнений. Арабские математики, в их числе и Омар Хайям (трактате "О доказательствах задач алгебры и алмукабалы"), умели решать некоторые кубические уравнения с помощью геометрических методов, используя конические сечения. 

Задачи на квадратные уравнения встречаются уже в астрономическом трактате «Ариабхаттиам», составленном в 499 г. индийским математиком и астрономом Ариабхаттой. Другой индийский ученый, Брахмагупта (VII в.), изложил общее правило решения квадратных уравнений, приведенных к единой канонической форме:

ax2 + bх = с, а> 0. (1)

В уравнении (1) коэффициенты, кроме а, могут быть и отрицательными. Правило Брахмагупты по существу совпадает с нашим.

В Древней Индии были распространены публичные соревнования в решении трудных задач. В одной из старинных индийских книг говорится по поводу таких соревнований следующее: «Как солнце блеском своим затмевает звезды, так ученый человек затмит славу другого в народных собраниях, предлагая и решая алгебраические задачи». Задачи часто облекались в стихотворную форму.

Вот одна из задач знаменитого индийского математика XII в. Бхаскары.

3 а д а ч а.

	«Обезьянок резвых стая
	А двенадцать по лианам

	Всласть поевши, развлекалась
	Стали прыгать, повисая

	Их в квадрате часть восьмая
	Сколько ж было обезьянок,

	На поляне забавлялась
	Ты скажи мне, в этой стае?»


Решение Бхаскары свидетельствует о том, что он знал о двузначности корней квадратных уравнений.

Соответствующее задаче уравнение
(x/8)2 + 12= x
Бхаскара пишет: x2 - 64x = - 768 и, чтобы дополнить левую часть этого уравнения до квадрата, прибавляет к обеим частям 322, получая затем:

x2 - б4х + 322 = -768 + 1024,

(х - 32)2 = 256,

х - 32= ±16,

x1 = 16, x2 = 48.

В алгебраическом трактате ал-Хорезми (Приложение № 4) дается классификация линейных и квадратных уравнений. Автор насчитывает 6 видов уравнений, выражая их следующим образом:

1.  «Квадраты равны корням», т. е. ах2 = bх.
2. «Квадраты равны числу», т. е. ах2 = с.
3. «Корни равны числу», т. е. ах = с.
4. «Квадраты и числа равны корням», т. е. ах2 + с = bх.
5. «Квадраты и корни равны числу», т. е. ах2 + bх =с.
6. «Корни и числа равны квадратам», т. е. bх + с == ах2.
Для ал-Хорезми, избегавшего употребления отрицательных чисел, члены каждого из этих уравнений слагаемые, а не вычитаемые. При этом заведомо не берутся во внимание уравнения, у которых нет положительных решений. Автор излагает способы решения указанных уравнений, пользуясь приемами ал-джабр и ал-мукабала. Его решение, конечно, не совпадает полностью с нашим. Уже не говоря о том, что оно чисто риторическое, следует отметить, например, что при решении неполного квадратного уравнения первого вида ал-Хорезми, как и все математики до XVII в., не учитывает нулевого решения, вероятно, потому, что в конкретных практических задачах оно не имеет значения. При решении полных квадратных уравнений ал-Хорезми на частных числовых примерах излагает правила решения, а затем их геометрические доказательства.

Н а п р и м е р:
Задача: «Квадрат и число 21 равны 10 корням. Найти корень» (подразумевается корень уравнения х2 + 21 = 10х).

Решение автора гласит примерно так: раздели пополам число корней, получишь 5, умножь 5 само на себя, от произведения отними 21, останется 4. Извлеки корень из 4, получишь 2. Отними 2 от 5, получишь 3, это и будет искомый корень. Или же прибавь 2 к 5, что даст 7, это тоже есть корень.

Трактат ал-Хорезми является первой, дошедшей до нас книгой, в которой систематически изложена классификация квадратных уравнений и даны формулы их решения.
1.5. Китай. 

Наличие у китайских математиков высокоразработанной техники вычислений и интереса к общим алгебраическим методам обнаруживает уже «Арифметика в девяти главах», составленная по более ранним источникам во 2—1 веках до н. э. Чжан Цаном и Цзин Чоу-чаном. В этом сочинении описываются, в частности, способы извлечения квадратных и кубических корней из целых чисел. Большое число задач формулируется так, что их можно понять только как примеры, служившие для разъяснения отчётливо воспринятой схемы исключения неизвестных в системах линейных уравнений. 

Особенно замечательны работы китайцев по численному решению уравнений. Геометрические задачи, приводящие к уравнениям третьей степени, впервые встречаются у астронома и математика Ван Сяо-туна (1-я половина 7 века). Изложение методов решения уравнений четвёртой и высших степеней было дано в работах математиков 13—14 веков Цинь Цзю-шао, Ли Е, Ян Хуэя и Чжу Ши-цзе.

2. История решения уравнений: средневековая Европа.
Цивилизация, сложившаяся в Европе раннего Средневековья (ок. 400–1100), не была продуктивной, т.к. интеллектуальная жизнь сосредоточилась почти исключительно на теологии (богословии, религиозных доктринах о сущности бытия божества) и загробной жизни. Уровень математического знания не поднимался выше арифметики и простых разделов из Начал Евклида. Наиболее важным разделом математики в Средние века считалась астрология; астрологов называли математиками. 

Первым заслуживающим упоминания европейским математиком стал Леонардо Пизанский (Фибоначчи). В своем сочинении Книга абака (1202) он познакомил европейцев с индо-арабскими цифрами и методами вычислений, а также с арабской алгеброй. 
Фибоначчи было разработано общее правило решения квадратных уравнений, привeденных к одному каноническому виду:

x² +bx = c
при возможных комбинациях знаков и коэффициентов b и с было  сформировано  в Европе в 1544г.

В течение следующих нескольких веков математическая активность в Европе ослабла. 

3. Начало современной математики.

В 16 в. итальянские математики Н. Тарталья (1499–1577), С. Даль Ферро (1465–1526), Л. Феррари (1522–1565) и Д. Кардано (1501–1576) нашли общие решения уравнений третьей и четвертой степеней. Чтобы сделать алгебраические рассуждения и их запись более точными, было введено множество символов, в том числе +, –, [image: image6.png]


, =, > и <. Самым существенным новшеством стало систематическое использование французским математиком Ф.Виетом (1540–1603) букв для обозначения неизвестных и постоянных величин. Это нововведение позволило ему найти единый метод решения уравнений второй, третьей и четвертой степеней. Затем математики обратились к уравнениям, степени которых выше четвертой. Работая над этой проблемой, Джероламо Кардано, Декарт и Исаак Ньютон (1643–1727) опубликовали (без доказательств) ряд результатов, касающихся числа и вида корней уравнения. Ньютон открыл соотношение между корнями и дискриминантом [b2 – 4ac] квадратного уравнения, а именно, что уравнение ax2 + bx + c = 0 имеет равные действительные, разные действительные или комплексно сопряженные корни в зависимости оттого, будет ли дискриминант b2 – 4ac равен нулю, больше или меньше нуля. В 1799 К. Фридрих Гаусс (1777–1855)(Приложение № 4) доказал так называемую основную теорему алгебры: каждый многочлен n-й степени имеет ровно n корней. 
Лишь в XVII веке благодаря трудам ученых, способ решения квадратных уравнений принимает современный вид.
Основная задача алгебры – поиск общего решения алгебраических уравнений – продолжала занимать математиков и в начале 19 в. Когда говорят об общем решении уравнения второй степени ax2 + bx + c = 0, имеют в виду, что каждый из двух его корней может быть выражен с помощью конечного числа операций сложения, вычитания, умножения, деления и извлечения корней, производимых над коэффициентами a, b и с. Молодой норвежский математик Н. Абель (1802–1829) доказал, что невозможно получить общее решение уравнения степени выше 4 с помощью конечного числа алгебраических операций. Однако существует много уравнений специального вида степени выше 4, допускающих такое решение. Накануне своей гибели на дуэли юный французский математик Эварист Галуа (1811–1832) дал решающий ответ на вопрос о том, какие уравнения разрешимы в радикалах, т.е. корни каких уравнений можно выразить через их коэффициенты в помощью конечного числа алгебраических операций. В теории Галуа использовались подстановки или перестановки корней и было введено понятие группы, которое нашло широкое применение во многих областях математики. Одна из задач, над которой работал Эварист Галуа, привлекала внимание математиков в течение долгого времени. Это задача о решении алгебраических уравнений. Каждому из нас приходилось решать уравнения первой и второй степени. Решить уравнение - это значит найти, чему равны его корни. Уже в случае уравнений третьей степени это совсем не так просто. Галуа же изучал самый общий случай уравнения произвольной степени.
Каждый может записать такое общее уравнение и обозначить его корни какими-нибудь буквами. Однако эти корни являются неизвестными. Первое из открытий Галуа состояло в том, что он уменьшил степень неопределенности их значений, т. е. установил некоторые из "свойств" этих корней. Второе открытие связано с методом, использованным Галуа для получения этого результата. Вместо того чтобы изучать само уравнение, Галуа изучал его "группу", или, образно говоря, его "семью".
Р.Декарт формулировал геометрические задачи алгебраически, решал алгебраическое уравнение и лишь затем строил искомое решение – отрезок, имевший соответствующую длину. То есть он впервые применил алгебру к аналитической геометрии. Собственно аналитическая геометрия возникла, когда Декарт начал рассматривать неопределенные задачи на построение, решениями которых является не одна, а множество возможных длин. 

Аналитическая геометрия использует алгебраические уравнения для представления и исследования кривых и поверхностей. Декарт считал приемлемой кривую, которую можно записать с помощью единственного алгебраического уравнения относительно х и у. 

Первым математиком, который воспользовался уравнениями для доказательства свойств конических сечений, был Дж. Валлис. К 1865 он алгебраическим путем получил все результаты, представленные в V книге Начал Евклида. 

Аналитическая геометрия полностью поменяла ролями геометрию и алгебру. Как заметил великий французский математик Лагранж, «пока алгебра и геометрия двигались каждая своим путем, их прогресс был медленным, а приложения ограниченными. Но когда эти науки объединили свои усилия, они позаимствовали друг у друга новые жизненные силы и с тех пор быстрыми шагами направились к совершенству». 

        Заключение 
Как известно, одной из важнейших задач алгебры всегда было решение алгебраических уравнений, к которым сводятся многие задачи математики. Решения уравнений первой и второй степени "в радикалах" не представляли особых трудностей для математиков (по крайней мере, любой школьник знает общую формулу для вычисления корней алгебраического уравнения второй степени), решение уравнений третьей степени оказалось более сложным и общая формула для вычисления корней такого уравнения была найдена только в 16-м веке итальянскими математиками Ферро и Тарталья. Одной из самых важных задач теории алгебраических уравнений в 17-18-м веках стало отыскание формулы для решения уравнений 5-й степени. Эти исследования были завершены работами французского математика Эвариста Галуа и привели к созданию новой алгебры.

Изучая литературу о решении уравнений, я совершенно неожиданно для себя узнала, что азы математики возникли еще до нашей эры, и что эта наука была настолько популярна. А еще,  стало открытием то, что во все времена нашей человеческой истории было так много талантливых математиков среди разных народов. 
Изучив много литературы по исследуемому вопросу, я также поняла, что история человеческих знаний сохранила имена ученых, сумевших благодаря особой пытливости ума вовремя почувствовать неотложность решительных изменений и указать на это своим современникам. Это хорошо, что наука высоко чтит и тех, кто осуществил необходимые перемены. Иногда, хотя и редко, одному человеку удавалось сделать и то и другое. Ведь имя Диофанта до сих пор не сходит со страниц математических учебников.
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Приложение № 1 

Древневавилонский клинописный текст. На изображенном участке содержится 16 задач с решениями, относящиеся к расчету плотин, валов, колодцев. Задача, снабженная чертежом, относится к расчету кругового вала. (Британский музей)
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Приложение № 2

Древневавилонский клинописный текст, содержащий перечень прямоугольных треугольников с рациональными сторонами (Плимптоновская библиотека Колумбийского университета)
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Приложение № 3

Часть Математического папируса Ахмеса (также известен как папирус Ринда; ок. 1550 г. до н.э., Британский музей) включает условия и решения 84 задач, встречающихся в практике, математические вычисления, вычисления площадей и объемов и является наиболее полным египетским задачником, дошедшим до наших дней.
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Приложение № 4 
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Диофант 
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 К. Фридрих Гаусс
Приложение № 5 
Некоторые математические знаки и даты их возникновения

	Обозначение
	Значение
	Автор
	Дата
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	Отношение длины окружности к диаметру
	У. Джонс

Л. Эйлер
	1706

1736

	e
	Основание натурального логарифма
	Л. Эйлер
	1736

	i
	Корень квадратный из –1
	Л. Эйлер
	1777
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	Бесконечность
	Дж. Валлис
	1655

	a, b, c
	Постоянные, параметры
	Р. Декарт
	1637

	x, y, z
	Переменные, неизвестные
	Р. Декарт
	1637

	+, –
	Сложение, вычитание
	Я. Видман
	1489
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	Умножение
	У. Оутред
	1631

	·
	Умножение
	Г. Лейбниц
	1698

	:
	Деление
	Р.Декарт

Г. Лейбниц
	1637

1684

	a2, a3, an
	Степени
	И. Ньютон
	1676

	|x|
	Модуль числа
	К. Вейерштрасс
	1841

	=
	Равенство
	Р. Рекорд
	1557

	≈
	Приближенное равенство
	А. Гюнтер
	1882

	>, <
	Больше, меньше
	Т. Гарриот
	1631
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	Объединение, пересечение
	Дж. Пеано
	1888
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	Включает, содержится
	Э. Шредер
	1890
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	Принадлежность
	Дж. Пеано
	1895


Конец формы

25

